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Lembrando Filtragem




Correlacao

A correlacao e a convolugao saos dois conceitos
relacionados a filtragem. Basicamente sdo a expressao
formal da filtragem.

A correlacdo de um sinal unidimensional f com um filtro (ou
mascara) w pode ser expressa como
[m/2]
w - f(x) = Z w(i) f(x 4+ 1)
i=|—m/2)]

Para o caso bidimensional (imagem e filtro possuem agora
duas dimensodes).

mE

w-f(x,y) z z f(x+i,y+))

i=|—-m/2]| j=|-n/2]

Seleciona-se um filtro com um numero impar de elementos
tal que o centro do filtro esteja localizado sobre o pixel sob
consideracao na imagem.



Convolucao

E similar a correlacdo com a diferenca de que o
filtro w deve sofrer uma reflexao (ou uma rotacao
de 180 graus) antes de ser aplicado a imagem.

Por exemplo, o resultado da convolugao de uma
iImagem unidimensional com o filtro (2,7,8) e
exatamente o mesmo que a correlacao com o filtro
(8, 7, 2).



Convolucao

A convolucao de um sinal unidimensional f com um
filtro w pode ser expressa como

Lm/2]

wxf(x) = > w(i)f(x—1i)

i=|—m/2]

Na convolucao bidimensional, os pesos do filtro
devem ser refletidos tanto na horizontal quanto na
vertical

m/2] n/2]

wix,y) < f(x.y) = Y Y w(ij)f(x—iy—j)

i=|—-m/2] j=|—n/2]

Deve-se notar que a correlagcao e a convolugao sao
idénticas quando o filtro € simeétrico



Convolucao

Algoritmo 3 Processo de convolucao de uma imagem

Entrada: imagem f de M x N pixels e uma mdascara w de m x n pixels.
Saida: imagem g de M x N pixels.

1: x1 =|m/2|

2: yl =|n/2]
3: for x =0até M —1do
4. fory=0até N—1do

5 soma = 0

6 for i = —x1 até x1 do

7: for j = —yl1 até y1 do

8 soma = soma + w(i,j)*xf(x—1i,y —J)
9 end for

10: end for

11: g(x,y) = soma

12: end for
13: end for




Correlacao e Convolucao

Na operacao de filtragem, deve;se calcular os pontos
pertencentes a borda de modo diferente dos demais,
Ja que estes nao dispoem de todos os vizinhos.

Por questoes de simetria, tipicamente sao utilizadas
janelas quadradas de n x n pixels em que n € um
numero impar.

Por questdes de eficiéncia computacional,
normalmente sao selecionados valores pequenos
para n.



Seja a Imagem e o filtro de correlacao mostrado a

direita:
imagem
~110 1
2012
137 | 115 | 153 T
filtr
177 | 213 | 103 HHO
115 | 182 | 158

Calcule o resultado da correlacao e convolucao para o
pixel da regiao em destaque



Fourier

Dominio da frequencia



BREVE HISTORIA DAS SERIES E TRANSFORMADAS DE FOURIER

* O matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier
nasceu em 1768.

Fourier € lembrado pela teoria desenvolvida em 1807
e publicada em 1822 no livro, La Théorie Analitique
de la Chaleur (A Teoria Analitica do Calor).

* A contribuicao de Fourier: qualquer funcao periodica
pode ser expressa como soma de senos e/ou
cossenos de diferentes frequéncias, cada uma
multiplicada por um coeficiente diferente.

A Fig. 4.1 mostra uma funcao composta pela soma
de quatro fungoes.



Essa funcio € a soma
das quatro funcodes acima.

FIGURE 4.1 The function at the bottom is the sum of the four functions above it.
Fourier’s idea in 1807 that periodic functions could be represented as a weighted sum
of sines and cosines was met with skepticism.






Mesmo funcdes nao periodicas, mas cuja area sob a
curva e finita, podem ser expressas como integral de
senos € /ou cossenos multiplicados por uma funcao
peso. A formulacao neste caso € a transformada de
Fourier.

* Ambas as representacoes compartilham uma

Importante caracteristica de que podem ser
reconstruidas completamente usando um processo
INnverso.

O advento dos computadores digitais e a formulacao
do algoritmo de transformada rapida de Fourier (FFT)
no inicio dos anos 1960 revolucionaram o campo de
processamento de imagens e sinais.



CONCEITOS PRELIMINARES

Numeros complexos: Um numero complexo C é definido como
C=R+|l
onde R e | sao numeros reais e j € um numero imaginario igual a raiz
quadrada de -1, ou seja,

e a
O conjugado de um numero complexo C, denotado C*, é definido
como

C*=R -l
As vezes representamos os numeros complexos em coordenadas
polares

C=|C|(cosB+)senB)
|C |—g#R" +1

o 6 __ .
Usando a formula de Euler €”” =cos@+ jsenf

onde

temos a representacao familiar em coordenadas polares

1%



SERIE DE FOURIER

* Como anteriormente descrito, uma funcgao f(t) de uma
variavel continua t que € peridodica com periodo T, pode ser
expressa como a soma de senos e cossenos multiplicados
por coeficientes aproprlados Essa soma, chamada serie de

27Tn

Fourier, tem a forma 1) = ZC o

27Tn

onde 1 P
-J' (t)e T para n=0,£1,£2,...
I ip

sao 0s coeficientes.



Transformada de Fourier

Unidimensional

A transformada de Fourier de uma funcao continua
unidimensional f(x) € denotada por:

F(u)= ]f(‘f) eXp[— jzz”aﬂ]dx onde j=+/-1

A partir de F(u) pode se obter f(x) a traves da
transformada inversa

f(x)= IF(u)exp[jZmr]du



Transformada de Fourier

Bidimensional

A transformada de Fourier de uma funcao
bidimensional f(x,y) € denotada por:

F(uv)= | | fx.y)expl- j2m(ux +vy)Fixdy

—CO— 00

A partir de F(u,v) pode se obter f(x,y) a través da
transformada inversa

S S

f(x,y)= J JF(H, vyexp| 27 (ux + vy) Hudv

— O— D



Transformada de Fourier

Nos permite ter uma visao da imagem a ser analisada
no dominio da frequéncia, facilitando sobremaneira
esta analise e o0 seu processamento, normalmente,
aplicando-se tecnicas de filtragem digital.

Na pratica, a utilizagcao de algoritmos para execucao
rapida das transformadas de Fourier (FFT) juntamente
com os teoremas de convolugao e da correlacao
permitem, de maneira simplificada, a implementacao
das técnicas de filtragens para eliminacao de ruidos e
iInterferéncias das imagens (ou de uma maneira geral,
sinais) em analise.

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 18



Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier (FT) decompde um sinal
em suas componentes elementares seno e cosseno.

Quando a FT € aplicada a uma imagem no dominio
espacial gera uma informacao no dominio da
frequéncia.

Nao ha perda de informacao durante a mudanca de
dominios, apenas a informacao esta representada de
outra forma no dominio da frequéncia

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 19



Funcoes bidimensionais (esquerda) e seus espectros

de Fourier (direita)

- Prof. Sheila 20



Frequencias altas e baixas

Lembrando

Altas frequéncias: Variacoes abruptas na imagem.
Ex:.detalhes de imagens, bordas, ruidos.

Quando aplicamos um filtro passa altas, as bordas,
detalhes e ruidos sao acentuados

Baixas frequéncias: Restante da imagem (que nao
contem as variagoes abruptas da imagem).

Quando aplicamos um filtro passa baixas, obtemos
uma imagem menos nitida ou suavizada(perda de
detalhes)

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 21



Espectro de Fourier

No espectro de Fourier, a presenca de componentes
em regioes proximas ao origem indica baixas
frequéncias

Consequentemente, informagcdes em regioes
afastadas da origem representam a presenca de altas

frequéncias

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 22



Figura 1 Comparag¢iio do espectro de Fourier de imagens de impressio digital sem ruido e com ruido

A e b — img sem ruido e seu espectro de Fourier

Process. de Imagem - Prof. Sheila Caceres 23

c e d — img com ruido (salt and pepper) e seu espectro de Fouirier.



Espectro de Fourier

Observando o espectro de Fourier das duas imagens
é facil perceber a presenca dos ruidos representados
pelas altas frequéncias na imagem, ou seja, as
informacoes que estao mais afastadas da origem.

As baixas frequéncias estao na origem do espectro

Podemos realizar operacoes no espectro de Fourier
para tratarmos as imagens.

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 24



Processamento de Imagens no

dominio da Frequeéncia

a imagem é transformada do dominio espacial para o

dominio da frequéncia usando a transformada de
Fourier;

operacoes sao realizadas nessa imagem (por
exemplo convolugcao com um operador linear);

para que a imagem possa ser exibida e vista por olhos
humanas, ocorre o0 processo inverso, onde a imagem
no dominio da frequéncia é transformada para o
dominio espacial

Imagem Imagem fy e S Imagem
: Transformada e Inversa processsada
Ixy) I'(x,v)

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 25



Filtragem no Dominio da Frequéncia

A base matematica das tecnicas de filtragem no
dominio de frequéncia € o teorema da convolucao.

Seja g(x,y) a imagem formada pela convolucao (*) da
imagem f(x,y) com um operador linear h(x,y)

g(x,y) =f(x,y) xh(x, y)

No dominio da frequéncia, a relacao a seguir €
satisfeita pelo teorema da convoluc3o,

G(u,v) = F(u,v)H(u,v)

ONDE G, F e H s30 os resultados obtidos pela
aplicacao da transformada de Fourier nas imagens g, f
e h, respectivamente.

Na terminologia de sistemas lineares, a transformada
Process. de Imggem - Prof. Sheﬁ ééwfres

s = . o, 26
H(u, v ) € denominada funcao ransferéncia do filtro.



Filtragem no Dominio da Frequéncia

O problema consistem em definir uma funcao H(u,v)
que conduza a obtencao da imagem desejada G(u,v)

A transformada inversa, F’ {G (u, v)}, define a imagem
filtrada no dominio espacial g(x, y ).

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 27



Imagem " DFT F(U,IV) H(u,v)

I(X.y) (FFT) | |
Wi Imagem
(X ) _,‘ (DFT)" }_. processada
P st '(x.y)

Filtro H(u,v)

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 28



Figura 9 (a) Filtro passa baixa, (b) Filtro passa alta e (c¢) Filtro passa banda

Process. de Imagem - Prof. Sheila Caceres 29



Filtro Passa Baixas

Process. de Imagem - Prof. Sheila Caceres 30



Filtro Passa-Baixas

Deixa passar as baixas frequéncias e reduze os componentes
de alta frequéncia.

Quando aplicamos um filtro passa baixas, obtemos uma
imagem menos nitida ou suavizada (perda de detalhes)

Um filtro passa-baixa ideal pode ser representado por:
Onde:

p
1, se D(U. V) < DD D, define a frequencia de corte medida desde a origem
H(”‘ V) = D(u,v) é a distancia do ponto (u,v) até a origem:
0, se D(u, v) > Dy

D(u,v) = v u?+ v?

Esse filtro € ideal pois todas as frequéncias dentro do circulo
de raio Do sao passadas sem atenuacao e todas as

frequéncias fora do circulo sao retidas completamente.

O ponto de transicao entre dentro do circulo e fora do circulo
é chamado de fre§tiéreizgtte corte. <o 31



Filtro Passa-Baixas

Os filtros considerados aqui sao radialmente
simetricos com respeito a origem.

A especificacao de filtros radialmente centrados €
baseada na hipotese de que a origem da
transformada de Fourier esta centrada.

O grafico em perspectiva e a secao transversal de um
filtro passa-baixa sao:

Hiuwvi &

Ll DTN

(b) 32




Filtro Passa-Baixas

O filtro passa-baixa de Butterworth de ordemn é
dado pela funcio de transferéncia

1

H(u,v) = 5 [D(u.v)/ Do

Essa funcao define um filtro que nao apresenta
transicao abrupta na frequencia de corte como ocorre
com o filtro passa baixa ideal

H{u.v)
[

[_
\ I

(b) 33




Filtro Passa-Altas

Deixa passar as altas frequéncias (transicoes abruptas).

Quando aplicamos um filtro passa altas, os componentes de
alta frequéncia da transformada de Fourier nao sao alterados,
enquanto os de baixa frequéncia sao removidos. Isto faz com
que os detalhes finos (bordas, ruidos, etc) da imagem sejam
enfatizados.

Operacao contraria a filtragem passa baixas.

Um filtro passa-alta ideal pode ser representado por:

H(“ 1.!} _ )Y e (”‘ U) = =0 D, define a frequéncia de corte medida desde a origem

1. se D([L 1_,:) > DD D(u,v) € a distancia do ponto (u,v) até a origem:

D(u,v) =V u?+ v?

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 34



Filtro Passa Altas

Figura 12 Resultado da filtragem passa alta

H{uv)




Filtro Passa-Altas

O filtro passa-baixa de Butterworth de ordem n e
dado pela funcao de transferéncia

1
Hu,v) = 7 [Do/D(u, v)]?"

2 2

D(u,v) = vu?>+v

Essa funcao define um filtro que nao apresenta
transicao abrupta na frequéncia de corte como ocorre
com o filtro passa baixa ideal

Hiu.v)

36




Filtro Passa-Faixa

Um filtro passa-faixa permite a passagem das
frequéncias localizadas em uma faixa ou banda
especifica, enquanto atenua ou completamente
suprime todas as outras frequéncias.

o S
J|

il

i

D,
(a) (b)

= [ u,v)

]

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres 37



O filtro passa-faixa de Butterworth de ordem n €
representado pela figura a sequir:

H{u,v)

P
i 'c'*;t‘fﬁ‘;ii\\hz;,

e

Hiu,v) &

|

e
L .
R
=

Process. de Imagem - Prof. Sheila Céceres
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= Diu,v)
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